
Nestandardni problemi o podeli
geometrijskih figura

Zadatak 1. Nazovimo pravim jednakokrakim trapezom jednakokraki tra-
pez qiji kraci nisu paralelni (dakle, paralelogrami i pravougaonici
nisu pravi jednakokraki trapezi). Posmatramo podelu pravougaonika na
n (mogu�e razliqitih) pravih jednakokrakih trapeza. Za takvu podelu
ka�emo da je striktna ako unija nikojih i trapeza u podeli, za 2 6 i 6 n,
ne qini pravi jednakokraki trapez (drugim reqima, podela je strikt-
na ako se ne mo�e dobiti od neke podele tog pravougaonika na maǌe
od n pravih jednakokrakih trapeza, dodatnim deǉeǌem nekih trapeza iz
podele na nove trapeze). Dokazati da za sve prirodne brojeve n, n > 9,
postoji striktna podela pravougaonika 2017× 2018 na n pravih jednako-
krakih trapeza.

Rexeǌe. Konstruisa�emo prvo tra�enu podelu na 9 trapeza. Ideja je
skicirana na slici, pri qemu treba proveriti da li je zaista mogu�e
odabrati oznaqene uglove na takav naqin da se postigne ovakva kon-
figuracija.

Oqigledno imamo β = 90◦ − α i γ = β = 90◦ − α, zatim δ = 180◦ − α,
θ = 180◦−γ = 180◦−(90◦−α) = 90◦+α, ε = 360◦−γ−δ = 360◦−(90◦−α)−
(180◦−α) = 90◦ +2α, i konaqno ϕ = 180◦− β = 180◦− (90◦−α) = 90◦ +α.
Me�utim, primetimo da mora va�iti jednakost ε + θ + ϕ = 360◦, xto
se svodi na:

(90◦ + 2α) + (90◦ + α) + (90◦ + α) = 360◦;

270◦ + 4α = 360◦;

4α = 90◦;

α = 22.5◦.

Dakle, za α = 22.5◦ (ostali uglovi se odatle direktno izraqunavaju)
mo�emo napraviti �eǉenu podelu na 9 trapeza.
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Modifikacijom dobijene podele mo�emo dobiti i podele na 10, 11,
odnosno 12 trapeza (prikazane na slici).

Da bismo zavrxili dokaz, dovoǉno je pokazati jox kako se od
proizvoǉne podele pravougaonika na n trapeza mo�e dobiti podela
pravougaonika na n+ 4 trapeza (ovo je zaista dovoǉno, budu�i da ta-
da od naxe podele na 9 trapeza mo�emo, sukcesivnom primenom ove
ideje, dobiti podele na 13, 17, 21 . . . trapeza, tj. za sve brojeve koji da-
ju ostatak 1 pri deǉeǌu sa 4; od naxe podele na 10 trapeza dobijamo
podele za sve brojeve koji daju ostatak 2 pri deǉeǌu sa 4 itd.). Ideja
je prikazana na slede�oj slici.

Drugim reqima, ako je ,,unutraxǌi“ pravougaonik podeǉen na n tra-
peza, od ǌega mo�emo dobiti podelu ,,spoǉaxǌeg“ pravougaonika na
n + 4 trapeza. Pritom jedino treba obratiti pa�ǌu na to da qetiri
prikazane kose du�i ne smeju biti produ�etak neke deobene du�i u
unutraxǌem pravougaoniku (budu�i da bi to moglo naruxiti uslov
da je podela striktna). Me�utim, ovo je uvek mogu�e ispuniti jer
prime�ujemo da nam, kroz qitav tok rexeǌa, dimenzije pravougaonika
nisu bile nikakav ograniqavaju� faktor (tj. sve dosad prikazano mo-
glo se primeǌivati na pravougaonike bilo kojih dimenzija), pa stoga
dimenzije unutraxǌeg pravougaonika uvek mo�emo prilagoditi tako
da se izbegne pomenuti ne�eǉen sluqaj. Time je zadatak rexen.

Napomena 1. Te�ina ovog zadatka najve�im delom le�i u tome xto
nije sasvim jednostavno do�i do podele na 9 trapeza s poqetka (svi
koraci posle toga su znatno uoqǉiviji). Pokaza�emo i alternativno
rexeǌe (koje je verovatno jednostavnije prona�i) ukoliko se uslov
n > 9 u postavci oslabi na n > 12.

Najpre poka�imo da, za proizvoǉno k, k > 3, postoji striktna
podela jednakostraniqnog trougla na k pravih jednakokrakih trapeza.
Na narednoj slici s leve strane je prikazana podela na 3 trapeza, a
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s desne strane je prikazano kako se od te podele, dodavaǌem jednog po
jednog trapeza, mo�e do�i do podele na k trapeza za proizvoǉno k.

Posmatrajmo sada narednu podelu pravougaonika na 8 trapeza.

Primetimo, ovakva podela ne mo�e se sprovesti za pravougaonik 2017×
2018; preciznije, uslov da bi se ovakva podela mogla sprovesti jeste
da du�ina pravougaonika bude ve�a od ǌegove visine pomno�ene sa√
3 (kako se dva jednakostraniqna trougla ne bi ,,preklopili“). Me-

�utim, nadogradǌom ove ideje mo�e se dobiti podela proizvoǉnog
pravougaonika na n trapeza za ma koje n, n > 12, kao xto je prikazano
na slede�oj slici.
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Napomena 2. Ukoliko bi uslov bio jox slabiji, tj. ukoliko bi se
tra�ila podela za n > 16, tada bi se zadatak mogao rexiti i samo po-
mo�u ideje s jednakostraniqnim trouglovima iz prethodne napomene,
bez ideje s dodavaǌem qetiri ,,okolna“ trapeza vi�ene na kraju (xto
je, primetimo, ista ideja vi�ena i u prvobitnom rexeǌu za prelaz
n 7→ n+4). Naime, u tom sluqaju bilo bi dovoǉno podeliti po du�ini
zadati pravougaonik na dva podudarna pravougaonika; tada bi sva-
ki od dva tako dobijena pravougaonika imao du�inu bar dvostruko
du�u od visine, pa bi se jedan od ǌih mogao podeliti na 8 trapeza na
naqin vi�en u prethodnoj napomeni, a drugi na 8 ili vixe (koliko god
je potrebno) trapeza na sliqan naqin (jedan od dva jednakostraniqna
trougla podelimo ponovo na 3 trapeza, a drugi na onoliko koliko je
jox potrebno).

Zadatak 2. Uoqeni petougao izlomǉenom linijom koja povezuje dva ǌe-
gova temena podeǉen je na dva me�usobno podudarna petougla. Dokazati
da polazni petougao ima par podudarnih uglova, i da petouglovi na koje
je podeǉen imaju po dva para paralelnih stranica.

Rexeǌe. Neka je ABCDE uoqeni petougao. Neka je posmatrana izlom-
ǉena linija saqiǌena od d du�i. Ako ona povezuje dva susedna temena,
s jedne ǌene strane �e ostati 1 ivica polaznog petougla a s druge 4;
ako ona povezuje dva nesusedna temena, s jedne ǌene strane �e osta-
ti 2 ivice polaznog petougla, a s druge 3. Odatle naizgled sledi da
figure koje se dobijaju nakon podele ne mogu obe biti petouglovi
(budu�i da bi imale d + 1 i d + 4, odnosno d + 2 i d + 3 ivice),
ali postoji specijalan sluqaj u kom je to mogu�e: ukoliko izlomǉena
linija u jednom temenu predstavǉa produ�etak jedne ivice polaznog
petougla (oqigledno, ugao polaznog petougla u tom temenu tada mora
biti nekonveksan), i to jedne od 3 ivice koje preostaju sa iste strane
izlomǉene linije (dok su s druge strane 2 ivice), tada oba mnogougla
koja se dobijaju nakon podele imaju po d+2 stranice, pa �e za d = 3 ovo
zaista biti petouglovi. Dakle, recimo da je posmatrana izlomǉena
linija AFGC, pri qemu je F na produ�etku ivice EA.

Primetimo, me�u uglovima petouglova ABCGF i CDEFG ukupno
moraju biti bar dva nekonveksna: u temenu F taqno jedan od ova dva
petougla ima nekonveksan ugao, i isto tako za teme G; me�utim, osim
ova dva nekonveksna ugla, ukupno jox najvixe jedan mo�e biti nekon-
veksan (jer bi taj dodatni nekonveksan ugao morao da bude kod temena
kod kog je i u polaznom petouglu ugao nekonveksan, i to ne kod teme-
na A, budu�i da je ugao kod temena A u polaznom petouglu podeǉen
na jedan opru�en i jedan oxtar ugao; me�utim kako zbir uglova u
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petouglu iznosi 540◦, sledi da, osim ugla kod temena A, jox najvi-
xe kod jednog temena polaznog petougla ugao mo�e biti nekonveksan).
Kako ukupan broj nekonveksnih uglova za ova dva petougla ne mo�e
biti 3 (jer su ta dva petougla podudarna), sledi da su taqno dva
ugla nekonveksna, tj. u svakom petouglu po jedan, i to upravo ugao
kod temena F u jednom petouglu i ugao kod temena G u drugom. Prema
tome, transformacija podudarnosti koja preslikava petougao ABCGF
u CDEFG, nazovimo je ψ, mora preslikavati teme F u teme G (ako
je u petouglu ABCGF nekonveksan ugao kod F ) ili obratno (ako je u
petouglu ABCGF nekonveksan ugao kod G). Razmotrimo ova dva sluqa-
ja.

• ψ(F ) = G:

Primetimo, u petouglu ABCGF teme G je susedno temenu F , pa
zato slika ψ(G) treba da bude susedna temenu ψ(F ) (xto je G)
u petouglu CDEFG. To ostavǉa dve mogu�nosti: ψ(G) = F ili
ψ(G) = C. U svakoj od ǌih ψ je jednoznaqno odre�eno, naime:

ψ :

(
A B C G F
C D E F G

)
ili ψ :

(
A B C G F
F E D C G

)
.

U prvoj mogu�nosti iz ψ(AF ) = CG i ψ(CG) = EF dobijamo
AF ∼= CG ∼= EF , xto je oqigledno nemogu�e (jer je du� EF strogo
sadr�ana u AF ). Preostaje druga mogu�nost (upravo je ona pri-
kazana na levoj polovini slike). U ǌoj imamo ψ(]ABC) = ]FED,
a ovo su upravo uglovi kod temena B i E u polaznom petouglu,
tj. zakǉuqili smo da polazni petougao ima par podudarnih uglo-
va (xto je i bilo tra�eno). Osim toga, iz ψ(]GFA) = ]CGF i
ψ(]CGF ) = ]DCG sledi ]GFA ∼= ]CGF ∼= ]DCG, a odatle sle-
di (po osobinama transverzalnih uglova) FE ‖ GC i FG ‖ CD,
tj. u petouglu CDEFG imamo dva para paralelnih stranica (a
onda isto va�i i za petougao ABCGF , jer su podudarni). Dakle,
u ovom sluqaju smo dobili sve xto je zahtevano u postavci.

• ψ(G) = F :

Sliqno kao malopre, vidimo da se teme F (poxto je susedno
temenu G u petouglu ABCGF ) mora preslikati ili u teme G,
ili u teme E. U prvoj mogu�nosti ponovo dobijamo sluqaj koji
smo ve� razmotrili u prethodnom delu. Ostaje:

ψ :

(
A B C G F
D C G F E

)
.

(Ova mogu�nost je prikazana na desnoj polovini slike.) Odavde
imamo ]BCG ∼= ]CGF ∼= ]GFE, odakle sledi BC ‖ GF i CG ‖
FE, a tako�e imamo i BC ∼= CG ∼= GF ∼= FE. To znaqi da su taqke
B, G i E kolinearne, ali tada bi du� BA sekla CG i GF , xto je
kontradikcija. Dakle, i ovaj sluqaj je nemogu�, qime je zadatak
rexen.
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